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1 Vektoren
1.1 Vektor v
VZ (VI,VZ’---’VH)
Algebraische Eigenschaften
Kommutativitit: : d+b=5b+ad
Assoziavitivit: ((71’ + 5) +é=ad+ (5 + E‘)
Existenz eines neutralen Elements: @ +0 = @ va
a+(-a)=0
Multiplikation mit einem Skalar
A+p)y-d=A2-d+u-a
A-(@+b)=2-d+1-b
A-py-d=2-(u-a)
Einheitsvektor .
é= ﬁ Vektor mit Lénge 1
a
Zerlegung eines Vektors:
¢=ad+pb
cy _ [a by
) =lee) -5
wobeli:
C1 b] ar C
() bz ay Cp
o = =
ay bl ay bl
as bz as bz
1.2 Gerade
F=(x vy 2
po=(x v 2)
? = (r1 r r3)
= p=py+ A7
X X0 r
yI=|yol|+a|r
Z 20 r3
1.3 Ebene

Wobei 7 der Ortsvektor des laufenden Punktes ist.

X X0 a by
y|=|yol|+Ala|+ul|b:
Z 20 a bz

ey

@)
3)
“

&)
(6)

)
®)
€))

(10)

11
(12)

13)

(14)
15)
(16)

a7

(18)

(19

(20)
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1.4 Koordinatengleichung der Ebene

Ax+By+Cz=D
il = (A B C) Normalenvektor auf die Ebene
D=iop p: Punkt der Ebene

1.5 Skalarprodukt

- -

dob = |ld|l-bl - cos w

a-b=)» ab

i=1
5 2 2
daoa=|al
T -

Wennw=k§ keZ = dob=0

T L P
0<w§=>aob>0
bd
§<w<ﬂ=>d’05<0
e 5> 72 2>
Kommutativitit: dob=boa
Distributivitit: do(b+¢)=dob+dod

KEINE Assoziativitit - (bo @) # (dob)-@

1.6 Vektorprodukt

V=dxb i steht senkrecht auf @ und b

171l = l1dll - 1B]| - sin o
@xbyod=0
@xb)yob=0
KEINE Kommutativitit @ x b = —(b X &)
KEINE Assoziativitit (@ x5) x @+ a@x (bx d)

Dmmmmwmt(ﬁ+ﬁx8=ﬁx8+5x8

1.7 Spatprodukt

-

@xbyoe=db,e
Distributivitdt [d] + d>, l_;, ¢) = [a1, l_;, cl+ [a‘i,l;), el

-

[a@, Bb, y?) = aByla, b, 2]

1.8 Cachy-Schwarz-Ungleichung

) -
dob| < lldl-Ibll

1.9 Gleichung der Ebene: Hesse’sche Normalform

ax+by+cz—d

Va2 + b2 + ¢?

21
(22)
(23)

(24)
(25)

(26)

27
(28)
(29)
(30)
3D
(32)

(33)

(34)
(35)
(36)
(37)
(38)
(39)

(40)
(41)
(42)

(43)

(44)

Der Abstand eines Punktes P von einer Ebene E wird erhalten, indem die Koordinaten des laufenden Punktes der Ebene in der

Hesse’schen Normalform durch die Koordinaten von P ersetzt werden:
' (p - po)

T = Abstand mit Vorzeichen
n

(45)
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1.10 Projektion eines Vektors auf einen andern

(@7)
@ =~—"b (46)
11l
1.11 Linearkombination
V= ad+pb+ye 47
%, b,
o b, cl 48)
[ﬁ7 b? 8]
a = [a’ ‘:’ Ej (49)
[&’ b’ 8]
67 57
o= B0 (50)
[ﬁ" b, 8]
(51D
1.12 Lineare Abhiingigkeit
Lineare Abhéinigkeit: Vektor kann als Linearkombination anderer Vektoren dargestellt werden.
Lineare Unabhiingigkeit: Vektoren {a1,d,...,d,} sind linear unabhingig, wenn der Nullvektor nur die triviale Darstellung

zulisst, d.h. wenn aus

5
0=aid) + ad + -+ a,a,
yp=wm=a3=--=a,=0

folgt.

2 Matrizen

2.1 Basis eines Vektorraumes
Vektoren {d] - - - d,} bilden eine Basis fiir einen Vektorraum, wenn:
-

e {dj ---ay} linear unabhingig sind.

e {aj ---ay,} den gesamten Raum aufspannen.

2.2 Gleichungsysteme

Lineare Gleichung mit einer unbekannten. Form: a - x = b. Drei mogliche Fille:
1.a+0 — genau eine Losung.
2.a=0undb #0 — keine Losung.
3.a=0undb =0 — unendlich viele Losungen (jede Zahl x € R ist Losung).

Lineares Gleichungsystem mit zwei Unbekannten. Form:

ai - X1 +ap-x2 = b

asy - X1 +axn - x3 = b

wobei aj und b; bekannt sind. Dies kann als Koordinatenpaar des Schnittpunktes interpretiert werden:

by . an a0 an
1) asi an

a  ap
A=
az  ax
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Keine Losung falls Determinante O gibt:
an -ax—ax-an =90
Ein lineares Gleichungsystem heisst homogen wenn b = 0 ist.
A-x=b=0
e homogenes, lineares Gleichungssystem hat minimum eine Losung (die Triviale)

e homogenes, lineares Gleichungssystem hat nur die triviale Losung wenn

— Aist regulir (A" existiert)
— Austauschverfahren bricht nicht vorzeitig ab
— Zeilen-/Spaltenvektoren sind linear unabhingig

o x, x? sind Losungen des homogenen, linearen Gleichungssystemes Ax = 0, dann ist auch jede Linearkombination von
x1 und x® Losung des Systems.

Die Losungsmenge des Sytems A - x = 0 ist ein Vektorraum der Dimension n — r wobei » = Rang(A)
nxn

Ein lineares Gleichungsystem heisst inhomogen wenn b # 0
A-x=b#0
e inhomogenes, lineares Gleichungssystem A - x = b ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn
nxn
— Aist regulir, d.h. detA # 0,3A"!

— Austauschverfahren bricht nicht vorzeitig ab
— b lasst sich genau auf eine Art als Linearkombination der Spalten von A darstellen.

2.3 Determinanten

A= (6111 6112) (52)
azr  axp
detA =ay - axp —azx - ap (53)
by b1 b
B = b21 b22 b23 (54)
bs1 by bs
Determinante ist rekursiv definiert:
by by by by by b2
detB="> -b + 55
Wby bas| TP |bs by Vb b (55)
3
detB=» (-1)"*/.ay;-UDy; (56)
=1
Allgemein:
detA = Z(—l)“-/’ -ajj-UDyjdet A = detAA” (57)
— ’ ’ nxn nxn
J=
e Werden in einer Determinanten zwei Zeilen (Spalten) vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen.
e Wenn in einer Determinanten samtliche Elemente einer Zeile (Spalte) O sind, so ist die Determinante gleich 0.
e Wenn in einer Determinanten zwei Zeilen (Spalten) gleich sind, dann hat die Determinante einen Wert von 0.
e Multipliziert man alle Elemente mit einer Zahl 4, so ist der Wert der Determinante gleich dem A-fachen.
Dreiecksformen:
an  aiz a3
0 axn axn|=ai-axn-as (58)
0 0 ass
an 0 0
an axn 0|=ay-axn-as (59)
asl a4z ass




2.4 Cramer’sche Regel © Mario Konrad Seite 7

2.4 Cramer’sche Regel

Gleichungssystem (regulér):

ai - am|[xi] b
=|: (60)
anl  Qunl X ,bn
ap o dip
D=|: . (61)
ap -+ dm
regulir — D #0
by ap - an
Di=|i @ 62)
bn (277 I
D,
fallSDiOﬁxl'DZDlﬂ)Cl:E (63)
Bemerkung: die formale Losung ist nicht anzuwenden fiir grossere Gleichungssysteme.
2.5 Allgemeines
an - Qi
A= - (64)
nxn : :
anl Ann
A= O (65)
ai
A =]: (66)
nx1 .
an
mit
ajj € C
ajj € R
Transponierte Matrix:
A=A =A" (67)
mxn nxm nxm

Spalten und Zeilen werden vertauscht.

Addition
air +biy apn+bp
axi + by axp +by
mA><n + mén =las +b31 amp+byn - (68)
Sij = ajj+ b,’j (69)
Differenz

sij = aij — bij (70)
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Algebraische Eigenschaften

Kommutativitdt: A+ B=B+A
Assoziativitit: (A+B)+C=A+(B+C)
00
neutrales Element: A+0=A VA 0=10 0

VA JA mit A+A=0 = a;=-a;

Multiplikation mit Skalar

Lineare Abbildungen

2.6 Matrixmultiplikation

A-B=C

mxn  nxk  mxk
m
cij = Zail - byj
=1
Rechenregeln:

Assoziativitit: (A-B)-C=A-(B-C)

Distributivitit von links: B-(C+D)=B-C+B-D
Distributivitiat vonrechts: (C+D)-E=C-E+D-E

KEINE Kommutativitit: A-B# B-A
(A-B)Y =BT . AT
detA - B =detA-detB

2.7 Inverse oder Kehrmatrix

Nur regulére (det A # 0) Matrizen haben eine Inverse.

Al A=1=A-A""

1 _
Al = ok ( dc ab) gilt nur fiir 2x2 Matrizen
olA \—

Eigenschaften:
LA A=T1=A-A"!

2. Die Inverse zu A ist eindeutig.

(71)
(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

81)

(82)
(83)
(84)
(85)
(86)
(87)

(88)

(89)
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-1 _ _1
3. detA™ = &%

4. (A =@n!

5. A und B seien regulire Matrizen: (A- B)™' = B! . A~!

X1 X2
Austauschverfahren zu Berechnung von A7l oy any ap Rechenregeln:
Y2 azi azn
1. Das Pivot geht in reziproken Wert {iber:
1 .
aTl = — mit ap #0
an

2. Die Elemente in der Pivot-Spalte sind durch das Pivot zu dividieren:

3. Die Elemente in der Pivot-Zeile sind durch das Pivot zu dividieren und das Vorzeichen ist zu wechseln:

at a2
2= "
a

4. Restliche Elemente werden berechnet, indem man das Produkt aus dem Element der Pivot-Spalte und dem neuen Element
inder Pivot-Zeile addiert:

* *
Ay = d + a2 - Ay

a
=daxn+an - (——)
an

_ an
=dax—a - —
ar

Bemerkung: es ist verboten ein Pivot zu wihlen, welches 0 ist.

2.8 Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix A ist gleich der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Zeilen- oder Spaltenvektoren.

Rang( A ) < min (n, m) (90)

nxm

Der Rang einer Matrix A ist gleich der Ordnung der grossten von Null verschiedenen Unterdeterminanten von A.
nxm

Rang( 1X4 . Bk) < min (Rang(A), Rang(B)) 91
Rang (A) < min (n, m) 92)

Rang (B) < min (m, k) 93)

Rang (A - B) < min (n, k) %94)

2.9 Vektorriaume

Ein Tripel (V, @, ©) bestehend aus einer Menge V und zwei Operatoren &, © heisst Vektorraum, falls V abgeschlossen gegeniiber
den Operatoren @, ® und falls sie folgende Axiome erfiillen (8):

1. Assoziativitit von &
x®y®z=x®(®2)  Yx,y,z€V 95)

2. Kommutativitdt von &
X®y=y®x Yx,yeV (96)

3. Existenz des neutralen Elements fiir &

deeV sodass edx=x VxeV 97
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4. Existenz des inversen Elements fiir &

VxeV dxeV mit xdx=e VYx,xeV

W

. Multiplikatio mit Skalar
AOOXx)=A-pox YA,ueR und VxeV

6. Existenz des neutralen Elements fiir ©®
lox=x VxeV

7. Distributivitét fiir ®
A0(x®Y) =(1Oox)D(10Y) Yx,yeV

8. Distributivitit
A+Wox=10x)dUOX) VxeV

2.10 LU-Zerlegung einer Matrix

I’l I’lXi’l VlXVl

) (an aix ais
0 axn ax
10 0 ass
A-x=b x unbekannt,b bekannt
U-z=b
L-z=b mit z=U-x

Das System wird fiir z gelost. Wenn dann z bekannt ist, wird das System Ux = z fiir x gelost.
Die k-ten Zeile von U enthilt die Elemente der Pivot-Zeile des k-ten Austauschschrittes.

(98)

99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)
(106)
(107)

Die k-ten Spalte von L enthilt unterhalb der Diagonalen die Elemente der Pivot-Spalte des k-ten Austauschschrittes. Die

Diagonale von L enthlt 1.

3 Kegelschnitte in achsenparalleler Lage

A-x12+C-x22+2'D-x1+2'E-x2+F=O

A 0 D)C]
(x1 X 1)0 C Ellx|=0
D E F)\1

spur(A) =A+C+F = Z Diagonalelemente
Kreis:

M = (m,m>) Mittelpunkt
P = (x1,x) bliebiger Punkt auf Kreis
R=M-P Abstand zwischen M und P

2 2 2
R = (x1 —m)” + (x2 —my)
RP=x3—2-my-xy+mi+x3—2-my-Xy+n3
AX+A-X+2-D-x+2-E-x+F=0

A 0 D X1
()C] X2 1) 0 A E X2 =0
D E F)\1

Bedingungen fiir Kreischrakter:

(108)

(109)

(110)
(111)

(112)
(113)
(114)

(115)
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o detp=A%>0
e koeff(x}) = koeff(x3)
e keine gemischte Terme der Form x; - x,

Tangente an Kreis:

(x1 = m)(py —my) + (x2 = ma)(p2 —m2) = R? (116)
Steigung der Geraden durch M und P:
p2—my (117)
p1—nm
Steigung der Tangenten durch P:
_pi—m (118)
p2—my
Gleichung der Tangente
Y2—p2 _ _pr—m (119)
X1 — D1 p2—my

3.1 Ellipse in der Ebene

Definition: Die Ellipse ist der geometrische Ort der Punkte der Ebene, fiir welche die Summe der Abstinde zu zwei festen
Punkten Fy, F» (Brennpunkte) konstant ist.

X2
b
T X1
a
x> X
1 2 _ . .
—+5= 1 mit a,b als Achsenabschnitte (120)
a’? b2
Parameter-Gleichung:
Xy =my +a-cost
X =mp +b-sint
Gleichung der Tangente durch elliptischen Punkt P:
(= m)(pr—m) (2 —m)(py —mp) _ (121

a? b2

3.2 Hyperbel in der Ebene

Definition: Die Hyperbel ist der geometrische Ort der Punkte der Ebene fiir welche die Differenz der Abstinde zu zwei festen
Punkten (Brennpunkte), dem Betrag nach konstant ist.

2 2
N5

S =l (122)
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=
St

2
Brennachse parallel der x;-Achse: +2—; -
2
Brennachse parallel der x;-Achse: — :—‘ +

X!

S
I
—_

2ok
Il
—_

S| =

Hyperbeliste:

Xy =——4Ja>+x2
Mogliche Parametergleichung der Hyperbel:
exp* +exp™*
cosh: x+— ST — (123)
X _ —-X
sinh: x M (124)
cosh’? x —sinh®> x = 1 (125)

x1 =a-coshtx, = b-sinht
xy =a-sinhtx, = b -cosht

X1 = —a-coshtx, = b-sinht

Satz: Jede Hyperbel besitzt ein paar Asymptoten, die sich im Mittelpunkt der Hyperbel schneiden und symmetrisch sind zu
den Hyperbelachsen.

A-xX+2-B-x1 - x2+C-x5+2-D-x;+2-E-x+F =0 (126)
3.3 Parabel in achsenparalleler Lage

Definition: Die Parabel ist der geometrische Ort der Punkte, fiir welche das Verhiltnis des Abstandes zu einem festen Punkt F
(Brennpunkt) und zu einer festen Geraden d (Leitlinie) gleich ist.

x% =2-exp-x (127)

Verschiebung der Parabel parallel zu Achsen:
(2 —a)* =2-exp-(x; —ay) (128)
A X5+2-D-x+2-E-x+F=0 (129)

Allgemeine Form:

0 0 D X1
(i 2 1)]0 A E||x|=0 (130)
D E F)\1
detp=0 (131)
deto =D -(-A-D) (132)
Gleichung der Tangente:
Y2 P2 SXp (133)

X1 — P1 P2
X
%= p—zp(xl —p)+ (134)
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Schnittpunkt der Tangente mit x,-Achse:

ex
Xy = —p(xl - p1)+p2
P2

X1=O
oo S0P
P2
x1=0
= XQ—%

4 Lineare Abbildungen

Definition: Eine Abbildung ist linear, wenn fiir alle x,y € V, 1 € R oder C folgendes gilt:

fx+y=fefy)
f(-x) =20 f(x)

Definition des Kerns: Der Kern von f ist die Menge der Vektoren x € V, die auf den Nullvektor abgebildet werden.

Kern = {x[x € V, f(x) = 0}
fO=A-x=0

Satz: Der Kern der linearen Abbildung f : V —— W ist ein Untervektorraum von W.
Definition: Die Menge der Bildvektoren von V in W heisst Bild von f:

Bild(f) ={peW,p = f(x) mit xeV]}

Statt Bild auch: image(f), f(V)
Satz: Das Bild von f(W) ist ein Untervektorraum von W.

(135)
(136)

(137)

(138)

(139)

(140)
(141)

(142)
(143)

(144)

Definition: Sei f eine lineare Abbildung von V in W. Ist f(V) endlich dimensional, dann heisst die Dimension von f(V) der

Rang der Abbildung f.
Rang(f) = Dimension von f(V)

4.1 Abbildung als Matrix

Vi— W
fx)=x"
Ax=x
a arz -t Ay
asi
A=
aml am2  **°  Omun

Die Spaltenvektoren sind die Bilder der Basisvektoren.

4.2 Lineare Abbildungen von R” nach R”

Die Elemente der (Kolonnen) Spalten der Abbildungsmatrix sind die Komponenten der Bilder der Grundvektoren.

A-x=f(x)

(145)

(146)
(147)
(148)

(149)

(150)

Satz: Eine lineare Abbildung ist dann und nur dann Umkehrbar, wenn diese Abbildungsdeterminante von Null verschieden ist.

Ist A die Matrix der Abbildung £, so ist A~ die Matrix der Abbildung f~'.

Lineare abbildungen mit positiver Determinante sind Orientierungserhaltend. Abbildungen mit negativer Determinante kehren

die Orientierung um.
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4.3 Zusammengesetzte Abbildungen
Seien g1, g» lineare Abbildungen. Das Produkt g, (gl(g)) von linearen Abbildungen ist wieder eine lineare Abbildung, deren

Matrix dem Produkt der zugehorigen Matrizen A, - A; in der gleichen Reihenfolge entspricht.

4.4 Allgemeine Eigenschaften

e Das Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade.
e Das Bild einer Geraden durch den Nullpunkt ist wieder eine Gerade durch den Nullpunkt.

e Lineare Abbildungen bewahren die parallele Lage von Geraden.

4.5 Bild eines Gitters

Das Verhiltnis der Inhalte der schraffierten Flachen ist durch den Betrag der Abbildungsdeterminante gegeben.
B llé1 X &l (151)
ler X eall

Satz: Betragsmaissig ist der Wert der Determinante einer Abbildungsmatrix gleich dem Verhiltnis zugeordnete Volumen im R”.

4.6 Spezielle Abbildungen

Abbildungen welche das Skalarprodukt invariant lassen:

4

Xoy=%-9 (152)
o Falls f das Skalarprodukt invariant ldsst, dann ist f Léngentreu.

e Die Betrige der Winkel bleiben erhalten. Winkeltreu bis auf das Vorzeichen.

4.7 Léangentreue Abbildungen
AT A=1 (153)

A ist orthonormiert, d.h. die Spaltenvektoren sind orthogonal und haben die Linge 1.
Die Liangentreuen Abbildungen sind durch orthonormierte Abbildungsmatrizen gekennzeichnet.

AT . A=1=A-AT (154)
— detA=+1 oder -1 (155)
— A= AT (156)

4.8 Spiegelung an beliebiger Ebene durch 0

fixrox-2-(x-n)-n (157)
1- an —2mny, —2nn3
= A=|-2mn; 1—2n§ —2nyn3 (158)
—2mny  2nnz 1 - 2n§
4.9 Drehung um eine beliebige Ache mit Winkel w
w
llall = tan —v* = 1 =1alP) - v+2-(d -v)-a+2-(axv) (159)
N 27 1+ |aP - tat®)-» - T ax
1 l+at—a5—a; 2ai-az—az)  2a;-a3—az)
= 5 2(ay - ap + az) 1—a%+a%—a§ 2(az - az — ay) (160)
1+ |lal 2a1-a3—a) Aax-az+a) 1-a?-a3+al
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4.10 Drehungen
4.10.1 Drehung um die X-Achse im R?

1 0 0
A=[0 cos —sin (e
0 sin  cos

4.10.2 Drehung um die Y-Achse im R?

cos 0 sin
A=l 0 1 0 (162)
—sin 0 cos
4.10.3 Drehung um die Z-Achse im R?
cos —sin O
A=|sin cos O (163)
0 0 1
Satz: Jede orthonormierte Matrix A mit detA = 1 stellt eine Drehung dar. Der Drehwinkel w ist gegeben durch:
cosw = % (164)
wobei
Spur(4) = _ a; (165)
i=1
= L= lal” (166)
1+ lall”
4.11 Perspektive Affinitiat
Die Abbildung
fix—x-G"n-r (167)
ist linear.

5 Eigenwerte, Eigenvektoren

Ein Vektor (x # 0), welcher bei einer linearen Abbildung f seine Richtung (nichtnotwendigerweise seine Linge) beibehiilt, heisst
Eigenvektor von f.
Sie sind durch folgende Gleichung gekennzeichnet:

=13  mitx#0 (168)

Ist A die Abbildungsmatrix. x ist Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A, wenn folgendes gilt:

A-x=1-x x#0 (169)

nxn

(A—/l-[)-gzg (170)
nxn nxn

Satz:
1. Jede n X n reelle symmetrische Matrix A hat n reelle Eigenwerte.
2. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

3. Es ist immer moglich Eigenvektoren, welche zu mehrfachen Eigenwerten gehoren, so zu wihlen, dass sie orthogonal
zueinander sind.
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Satz: Jede reelle symmetrische Matrix A lésst sich wie folgt zerlegen:
A=TAT"

mit " orthonormiert (d.h.: "' = T7) und A diagonal.
I" ist die Matrix der orthogonormierten Eigenvektoren von A. A ist die Matrix der Eigenwerte von A.
g ist Eigenvektor zum Eigenwert A;.

A4 0 0
. . . . . . /12 0 0
A - g(l) g(z) e g(rl) - g(l) g(2) Ce g(n) )
== = - = = o o . o0
: : : 0O 0 0 24

= A=[-A-T!

Bei orthogonalen Transformationen bleiben Spur und Determinante von quadratischen Matrizen invariant.

Bei orthogonalen Transformationen mit Transformationsmatrix S geht eine Matrix A in die Matrix § - A - S7 iiber.

Spur(S - A-ST) = Spur(A)
detS -A-ST =detA

S S . . .
s =1 12 Transformationsmatrix
S21 8§22

-1 = 1 $2  —S12
detS \—s21  s1

Die Komponenten transformieren sich nicht wie die Grundvektoren. Sie heissen kontravariante Komponenten.

6 Koordinatentransformationen

Die kovarianten Komponenten transformieren sich wie die Grundvektoren.

kovariante Komponente

7 Ubergang von orthogonalen Koordinatensystemen

(171)

(172)

(173)

(174)
(175)

(176)

(177)

(178)

(179)
(180)

Der Ubergang zwischen zwei cartesischen Koordinatensystemen mit dem gleichem Ursprung ist durch eine orthonormierte Trans-

formationsmatrix gekennzeichnet.

S1 S12 813
S =|s2a s2 s
§$31 S§32 833

H
S,’j= E,-(D?j

(181)

(182)

Die Determinante einer orthogonalen Koordinatentransformation hat immer den Wert +1, +1 wenn die Orientierung der beiden

Systeme gleich sind, sonst —1.

detS = +1

(183)
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7.1 Inverse Transformation

st=gT S ist orthogonal (184)
Eine quadratische Matrix, welche nach Zeilen orthogonal ist, ist von selbst nach Spalten orthogonal.

X=S-x (185)
X=@E"H"x (186)

Bei einer orthogonalen Koordinatentransformation sind die neuen Vektorkomponenten bzw. Punktkoordinaten Linearformen der
alten (homogene lineare Funktion), wobei die Matrix der Koeffizienten mit der Transformationsmatrix S tibereinstimmen.

8 Eulersche Winkel

Die relative Lage von zwei cartesischen Koordinatensystemen mit dem gleichen Ursprung ldsst sich mit Hilfe von 3 Drehwinklen
vollstdndig beschreiben.

¥ Winkel zwischen ?]) und der Schnittgerade s der?]) - ?2) - Ebene mit der El) - Ez) - Ebene.
¢ Winkel zwischen s und E_1>

6 Winkel zwischen ?3) und Ez)

Satz von Euler: Die allgemeine Auslenkung eines starren Korpers von dem ein Punkt festgehalten wird, ist eine Drehung um
eine Achse um diesen Punkt.

9 Hauptachsentheorem

Quadratische Form in zwei Variablen:

Q(xl,xz) =dil x% +2- aip Xy Xy +daxy - x% (187)
. a a .
A-x mit A=(C10 T12 symmetrisch! (188)
- - aiz  ax
ap - xy+ap-Xx
R L 12°X2 (189)
- app Xy +axy-x

Eine Gleichung der Form Q) = C mit C fest, ist eine Gleichung eines Kegelschnittes mit Mittelpunkt im Ursprung des Koordi-
natensystems, falls der Mittelpunkt existiert.

Ein cartesisches Koordinatensystem in welchem eine quadratische Form Q kein gemischtes Glied aufweist wird als Haupt-
achsensystem bezeichnet.

Beziiglich diesem System hat die quadratische Form folgende Gestalt:

L -xXi+ X (190)
Der Kegelschnitt mit der Gleichung
a“'xf+a22'x§+2-a12-x1-x2 (]9])

kann aufgrund der Eigenwerte der Koeffizienzmatrix klassifiziert werden.

2

5:("” "‘2) tan 2 = —12_ (192)
dzy  an apl —ax»

a=Drehwinkel der Transformationsmatrix = Hauptachsen
deté > 0= Ellipse (193)
detd =0 = Parabel (194)
deto < 0 = Hyperbel (195)
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9.1 Kegelschnitte in allgemeiner Lage

Der geometrische Ort aller Punkte deren Koordinaten beziiglich eines bestimmten Koordinatensystems folgende Gleichung zwei-
ten Grades erfiillen, wird Kurve zweiter Ordnung genannt.

a11-x%+2-a22-x1-x2+a22-x§+2-b1-x1+2-b2-x2+C=O (196)

ann aiz bi)(x
()C[ X2 ]) azr an b2 X2 =0 (197)
by by, C)\1

Matrizenscheibweise: xT - Ax = 0

mit ajp = ap; und A ist symmetrisch.

Ist die Gleichung einer Kurve 2. Ordnung mit dem Ursprung O = (0, 0) frei von linearen Gliedern, so ist der Punkt O ein
Mittelpunkt der Kurve. Ist ein Mittelpunkt vorhanden, dann gibt es zu jedem Punkt (x, x,) einen symmetrischen Punkt (—x;, —x»)
auf der Kurve. Die Koordinaten (m,,m;) des Mittelpunkts einer Kurve 2. Ordnung F(x, x;) + C = 0 sind die Losungen des
Systems:

oF
—(xl,)Cz)ZO a“-x1+a12-x2+b1 =0 (198)
6x1
oF
—(xl,x2)=0 arn - X +Cl22'JC2+b2 =0 (199)
(9)62

Die Kurve besitzt also nur dann einen Mittelpunkt, wenn das obige Gleichungssystem losbar ist, d.h.

(200)

det6#0  mit 6= (a“ ‘”2)
daipp  a»

Der Typ der Kurve kann mit Hilfe von ¢ bezogen auf das urspriingliche System bestimmt werden. Insbesondere die Lage der
Kurve (Eigenvektoren von ¢) und die Langen der Halbachsen.

—  detA
~IC = 201
deto (20D)
c=F(m,m)+C (202)
— 1
c= EL(ml’ my) + C (203)
mit L(my,my) =2 - by - my +2 - by - my (lineare Form).
(x1,x2) »» (x1,Xx3) detA und detd bleigen invariant (204)
(X1, x3) » (x1,x) detd, cund detA bleiben invariant (205)
an a2 by
A=lan an b (206)
b b, C
52 (an 6112) (207)
ap  an
o = Spur(d) (208)
detA #0 detA =0
deté >0 g geti i 8 'reellei E,lrhpé?]i 2 imagindre Geraden
a-de tmaginare LHpse oder 1 Punkt
det6é <0 Hyperbel ein Paar sich schnei-
dende Geraden
detés =0 Parabel ein Paar parallele Gera-
den reell oder imagindr
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10 Kleinste Quadrate

Modell: y; = ag + ay - x; + r;
linear in den Parametern ag, a;
Messdaten: (x;, y;) mit x; Fehlerfrei und y; mit zufalligem Fehler. Fehler, Residuum: r;

n n
D= bi—(ao+ar-x)f (209)

i=1 i=1

Beispiele von Modellen:

Vi=ao+ay-x;i+ay- X+ (210)
Yi=ai+az-exp v +r; (211)
— Inx;=Ina;—x;-a+1Inr; (212)
= 2z=b—xi-by+7; Substituierty; =ap-sinx; +1; (213)

10.1 Matrizenschreibweise des linearen Modells

y=X-a+r (214)
y Vektor der Messwerte (bekannt)
it X  Designmatrix (bekannt)
a  Vektor der Parameter (unbekannt)
r  Vektor der Residuen (unbekannt)
Y x 1 r
- e .
=|: (a0)+ : (215)
n X, 1 In
ly - Xal* = Iyl* +a" X" Xa~2-y" Xa (216)
10.2 Fehlergleichung
Yi=apt+ay-xitr 217)
y=X-a+r (218)

10.3 Spezialfall: Parameter einer Ausgleichsgeraden

Model: y; = ap + ay - xi + r;

neag+ar Y xi= Y v (219)
aO'Zx,»+a|inZ=Zx,»-yi (220)

Normalengleichungsystem

1 y
nx Y Xy Vi—n-X-V
4, = i 1 _ ZXIYlZ i’l_); y (221)

1 X 2. X7 — nx

nx inz
L 2 =00 -y)

& == (222)

2 —X)?

Die erste Variante ist numerisch sehr schlecht. Besser ist die zweite Variante. Obige Formeln sind analog fiir ay anzuwenden.

10.4 Normalengleichungsystem

Matrizenschreibweise:
X"X)a=X"y (223)

Formale Losung, numerisch sehr schlecht, funktioniert aber fiir alle lienaren Modelle!

a=x"x"x"y (224)
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10.5 Formale bestimmung der Parameter

= QTX (225)
= Y1
(9(11
at d
il BRI 504 Y=y (226)
— i —
day, n
Q=d"Sa (227)
d d
90 0 rsq=2.54 (228)
da da
Irll® = lly - XalP* = WP - 2a" X"y +a"Sa mit § =X"X (229)
Ableitung von ||r|[> nach a:
9 2 _ 9 2 TvT T
ool = = (I ~2a"X"y + a"S a) (230)
= X"Xa=X"y (231)

11 Simplex-Algorithmus

Eine lineare Ungleichung zerlegt den n-Dimensionalen Raum in zwei Halbrdume. In einem Halbraum ist die Gleichung erfiillt,
im andern nicht.

Eine lineare Funktion, welche auf einer abgeschlossenen konvexen Menge definiert ist, nimmt ihren Maximalwert und ihr
Minimalwert auf dem Rand der Menge an.

11.1 Idee

Von einer bekannten Ecke des zulédssigen Gebietes aus, schreitet man auf dem Rande von Ecke zu Ecke jeweils in einer Richtung
fort in welcher die Zielfunktion zunimmt.

Jede Ecke des Polygons am Rande des zuldssigen Gebietes ist dadurch charakterisiert, dass mindestens zwei der beteiligten
Variablen 0 sind, wihrend die {ibrigen einem nicht negativen Wert haben.

11.2 Beispiel

Lineares Ungleichungssystem:

10x1+20x,< 1100 (232)
X1 +4x; <160 (233)
X1 +x <100 (234)
X1 >0 (235)

x 20 (236)
(237)

Zielfuntktion: 40x; + 120x, muss maximiert werden.



11.2  Beispiel

© Mario Konrad Seite 21

X1=0

Organisation: einfithren von Schlupfvariablen

wobel

y1 = —110x;-20x,+1100
Yo =—X —4x2+ 160
V3 =—X —Xo+ 100

x>0 i= 2
Zielfunktion: z = 40x; + 120x;
Schema fiir Ecke O (x; = 0, x, = 0):
X1 X2 1
vy = -10 =20 1100
Y2 = -1 -4 160
y3 = -1 -1 100
z= 40 120 0
Schema fiir Ecke A (x1 = 0,y, = 0):
X1 V2 1
Y1 -5 5 300
_ 1 1
1 K p
V3 = Z ) 60
7= 10 =30 4800

Der Punkt ist zulédssig, denn alle nicht-Basisvariablen sind in diesem Punkt nicht negativ.

(238)
(239)
(240)

(241)
(242)

Von Schema 0 zu Schema A gelangt man, indem man per Austauschverfahren die Variablen x; und y, vertauscht. Das Pivot

war —4. usw. ...

Das Optimum ist in Punkt B erreicht, denn alle Elemente der Zielfunktion (ausser ihrem Wert) sind negativ.

Der Weg lidngs des Randes des Polytops ist wie folgt zu wéhlen:

X1 Xq Xy 1
yi= ag by
yi= aig b;
Ym = Amg b,
z= Cl g e Cy d

1. In der neuen Ecke sollte der Wert d’ der Zielfunktion grosser als d werden.
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2. Die neue Ecke soll auf dem Rande des zuldssigen Gebietes liegen = b} > OVi

d>d
b;>0Vi  insbesondere: b, >0
o Die Pivot-Kolonne ist so zu wihlen, dass ihr Element ¢, in der Zeile der Zielfunktion positiv allenfalls O ist.
e In der gewihlten Pivotkolonne muss das Element a,, negativ sein. Die Pivot-Zeile ist bestimmt durch den absolut kleinsten

I:_-i\’ welche mit dem negativen Elementen a;, der Pivotkolonne gebildet werden.
iq

Quotienten
Das Verfahren kann auf folgende Arten abbrechen:

1. Alle Elemente der Zielfunktion sind negativ. Das gesuchte Optimum wurde erreicht, denn die Zielfunktion kann nicht mehr
zunehmen.

2. Es gibt zwar positive Elemente in der Zielfunktionszeile, aber in der dazugehorigen Spalte sind alle Elemente grosser 0,
d.h. die Zielfunktion kann beliebig gross gemacht werden.

11.3 Zusammenfassung

Optimum ist erreicht | Alle b; > O und alle ¢; < 0

Zielfunktion ist un- | Jk mit ¢; > O und alle a; > OVi in Spalte k
beschrinkt
das lineare  Pro- | i mit b; < 0 und a; < OVk in Zeile i
gramm hat keine
Losung

12 Normen

12.1 Normen von Vektoren

Unter der Norm ||x|| eines Vektors x versteht man eine reelle Funktion von x mit dem folgenden Eigenschaften:

L. [x] >0 IX=0 x=0

2. laxl[ =4l -llxll A ein Skalar

3. |lx + Il < lixll + [lyll Dreiecksungleichung

12.1.1 Beispiele von Normen

ldll; = > 1l & —Norm (243)
i=1
n
llxl, = Z |x;]2 I, — Norm, euklidsche Norm (244)
i=1
n
||§||p =1 Z %P mit 1< p<oco I, — Norm, Holder-Norm (245)
i=1
[lxll, = max |x;] l.o — Norm, maximum-Norm (246)
247)

Es gilt:

1
il < lixlly, < flxlly < n- il (248)
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12.2 Normen von Matrizen
Unter der Norm einer Matrix A versteht man eine Funktion A + ||A|| mit folgenden Eigenschaften:
L [A[=0  [AI=0eA=0
2. fla-All=lal-llAIl VaeC
3. A+ Bl < llAll + 1Bl
4. 1A - Bl < IAll - IBIl

12.2.1 Beispiele von Normen

lAllo = max Z lai] Summe der Spalten (249)
LR
Al = Z Z laul? Forbenius (250)
T
IAll; = max Z lazgl  Summe der Zeilen 251)
ST
1
Al = Apax (252)

Amax als grosster Eigenwert der Matrix ATA.

13 Konvergenz

13.1 Konvergenz einer Vektorfolge

Eine Vektorfolge {g("')}keN konvergiert gegen einen Vektor x falls jede Komponente der Folge gegen die entsprechende Kompo-

nente von x vonvergiert.
Damit eine unendliche Vektorfolge gegen x konvergiert, ist es notwendig und hinreichend, dass fiir eine beliebige Vektornorm

folgendes gilt:
lim |lx® — x| = 0 (253)

13.2 Konvergenz einer Matrixfolge

Eine Matrixfolge A% konvergiert gegen eine Matrix A falls jedes einzelne Element der Matrix A® konvergiert.
Notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz fiir eine Matrixfolge A% gegen A:

Jim 1A% — Al =0 (254)

In den meisten Konvergenzbetrachtungen werden sowohl Matrizen als auch Vektoren auftreten. Die Norm der Matrizen und
Vektoren miissen vertriglich sein:

1Al ist durch [1¢] oo induziert
1Al ist durch [ES[R induziert

IA]l2 ist durch [1x[l2 induziert

[JAl|g ist von keiner Vektornorm induziert.
Jede Matrixnorm, welche durch eine Vektornorm induziert wird, stellt eine obere Schranze fiir die Betrége ihrer Eigenwerte.

Sei A eine Matrix.
nxn

Sei x Eigenvektor von A zu A.

Xl

Ax = Ax =4 (255)
[B]
llAX]|
max —— > |A| (256)
llx#0l [ x]|
IAll > 2] VYA (257)

All > max |4 (258)
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14 Konditionszahl einer Matrix
Die Konditionszahl ist ein Mass fiir die Singularitdt der Matrix.

Geometrische Definition:

: llAx]12
sei M =max —— (259)
x#0 [l
. . 1Ax]l
sei m =min —— (260)
220 [|x]l2
K= - je grosser, je gefdhrlicher numerisch (261)
Falls A regulér: k = ||A]], - A=Y
A=U- -V (262)
nxm nxXm mxm
mit
U'u =1 Spalten sind orthonormiert (263)
viv=1 (264)
S1 0 0
S = 0O . 0 mits; > 0 (265)
0 0 s,
1
min §; 12 Amin
min
wobei
l<k< o 267)

Faustregel beim Losen eines linearen Gleichungssystems Ax = b:
Bei einer d-stellingen dezimalen Gleitkommarechnung konnen die relativen Fehler der Ausgangsdaten von folgender Grossenordnun
sein:

IAA] d
— x5-10 (268)
lAIl
Ist die Konditionszahl «(A) ~ 109, so gilt:
llAX]| IAA]]
— < k(A) —— 269
[lx + Ax] “ %Y (269)
[l Ax]| lIADI|
< k(A) - —— (270)
llAX]| Il

Wird ein lineares Gleichungsystem Ax = b mit d-stelligem, dezimalen Float gelost und die Konditionszahl ~ 10%, so sind
Aufgrund der unvermeidlichen Eingangsfehler nur d — k — 1 Dezimalstellen in der Losung x sicher.



