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1 Begriffe
Aussage “p”

Formal: p
D: true/false, wahr/falsch, 1/0

Aussage ““nicht p”

Formal: 7p (Negation)
D: false/true, falsch/wahr, 0/1

Aussage “P und Q”
Formal: pAg oder p-g (Konjunktion)
P 49| PANg
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
Aussage “P oder Q”

Formal: pvg oder p+gq (Disjunktion)

pVyq

N1
BN

—_—_—0 O
— o = O
—_— = O

Aussage “wenn P dann Q”

Formal: p — ¢ (Konditional)

P _q|pVg
0 0] 1
0 1| 1
1 0| o
1 1] 1

Aussage “Q genau dann wenn P”

Formal: p e ¢ (Bikonditional)

P _q|pVg
0 0] 1
0 1] 0
1 0| o
1 1] 1

Aussage “aus P folgt O

Formal: P = Q (Folgerung)

Aussage ““P ist dquivalent zu Q”

Formal: P<= Q  (Aquivalenz)
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1.1 Allgemein

W,F,P,Q,... =Atomare Bausteine, Atome, Formeln
W, F ZWahrheitswerte

1.2 Priorititen

gleichbleibend
]
=
g A
S| A v
"g e i d

1.3 Allgemeingiiltigkeit

Eine Formel ist allgemeingiiltig, wenn sie fiir jede Belegung der Wahrheitswert W ergibt.
Auch Tautologie genannt.

1.4 Definitionen

Eine Formel heisst erfiillbar, wenn es min. eine Belegung gibt fiir die sie Wahr ist.
Eine Formel B folgt aus einer anderen Formel A, wenn fiir jede Belegung die A Wahr macht, B wahr wird.
Eine Formelmenge y folgt aus der Formelmenge x, wenn jede Formel aus y Wahr wird fiir Belegungen die x Wahr macht.
Zwei Formeln oder Formelmengen sind zueinander dquivalent, wenn sie gegenseitig auseinander Folgern.

2 Beweis-Strategien

2.1 Mogliche Strategien
e Beweis durch Kontraposition
e Beweis durch Widerspruch
e Beweis durch Fallunterscheidung

Direkter Beweis

Induktionsbeweis

2.2 Widerspriichlichkeit

Eine Formal A heisst widerspriichlich, wenn sowohl A als auch A fiir gleiche Belegungen Wahr werden.
Eine Formelmenge heisst Widerspriichlich, wenn fiir min. eine Formel obiges gilt.

3 Entscheidungsverfahren
Entscheidungsverfahren fiir Erfiillbarkeit entspricht einem Algroithmus

Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit und logische Folgerungen fiir endliche Formelmengen sind entscheidbar.
Umfang: Anzahl Zeilen der Wahrheitstabelle = 2Anzahl Atome

4 Normalformen

Ein Literal (L) entspricht einem aussagekriftigen Atom oder seiner Verneinung.
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4.1 Konjunktive Normalform (KNF)

Formal: Produkt von Summen

e Sind nicht eindeutig bestimmt!

e Verschiedene Formeln konnen die gleiche KNF besitzen

4.2 Disjunktive Normalform (DNF)

Formal: Summe von Produkten

4.3 Ausgezeichnete Normalform

D

@)

Alle Literale kommen in einem Disjunktionsterm bzw. Konjunktionsterm vor. Die ausgezeichnete Normalform ist nicht die

kiirzeste Moglichkeit eine Formel zu beschreiben.
o Ausgezeichnete KNF: Nullwerte (Falsch) in der Wahrheitstabelle betrachten

o Ausgezeichnete DNF: Einswerte (Wahr) in der Wahrheitstabelle betrachten

5 Ableitungen

A AN A = F
~—— ——
Primisse Konklusion
Primisse Primisse Primisse

w

6 Boolsche Algebra
Grundmenge: B = {0, 1}
6.1 Axiome

0-0=1-0=0-1=0
0+1=140=1+1=0

0+0=0

1-1=1
0=1 Komplement, Negation
1=0 Komplement, Negation

6.2 Dualisieren

s = “sdual”

Inverseion der Funktionen und Operationen:

+ -

-  +
0 - 1
1 - 0

3)

“)
&)
(6)
(N
®)
©
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6.3 Normalformen
6.3.1 Disjuktive Normalform

Summe von Produkten
Siehe auch disjunktive Normalform in der Aussagenlogik.
6.3.2 Konjunktive Normalform

Produkt von Summen

Siehe auch konjunktive Normalform in der Aussagenlogik.

7 Mengen

7.1 Begriffe
7.1.1 Mengeh und Teilmengen

AcCB

ACB und BCA — A=B

7.1.2 Leere Menge

Leere Menge: 0 oder {}

7.1.3 Standardmengen

N, Ny Natiirliche Zahlen
Z7*,Z§,27,Zy,Z  Natiirliche ganze Zahlen
Q%,Q;,Q7,Qp.Q

R* R, R7,R;,R  reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

7.1.4 Potenzmenge

P(A) entspricht der Potenzmenge von A. Die Potenzmenge ist die Menge aller Teilmengen, inkl. .

(10

(11

12)
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7.2 Verkniipfungen

Vereinigung: A U B

Schnittmenge: A N B

7.3 Dualisieren

Ersetzen durch

U N
N U
0 G
G 0

(ANB)UG=D = D'=(AUB)NG
A=B e AY =B

7.4 Venn-Diagramm

Grafische Veranschaulichung von Mengen. Alternative zu Venn-Diagramm: Zugehdorigkeitstabelle.
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ANB

7.5 Indexmenge
Zusammenfassung aller Werte, die ein Index annhemen kann.

On-0e  Mr-Us

iell iell iell iell

7.6 Michtigkeit

|A| = Anzahl der Elemente von A, sofern A endlich.
card(A) = Maichtigkeit der Menge A.
Fiir endliche Mengen: card(A) = |A|. Fiir unendliche Mengen dient N als Referenzmenge.

|AUB| = [Al + |B] - [AN B
[AUBUC]=Al+B|+ICI-|ANBI-ANC|-BNC|+AnBNC|

8 Wahrscheinlichkeitstheorie

_ Anzahl giinstige Fille
~ Anzahl mogliche Fille

PAY=p mit p e [0,1]

9 Kombinatorik

9.1 Permutation

Die Permutation ist die Anordnung von n Elementen ohne Wiederholung und mit Reihenfolge.

P,=n!

9.2 Variationen
Variationen ist die Anordnung von k Elementen aus insgesammt n mit Reihenfolge.

n!
vk =
" (n-k)

“Anzahl Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse™

9.3 Variationen mit Wiederholung

Es sind die Anordnung von k aus n Elementen mit Wiederholung und mit Reihenfolge.

wysk _ k
V,=n

9.4 Kombinationen

Kombinationen sind die Anordnung von k aus n Elementen ohne Reihenfolge und ohne Wiederholung.

K n! _[n
C"_k!-(n—k)! _(k)

9.5 Kombinationen mit Wiederholungen

Es ist die Anordnung von k aus n Elementen mit Wiederholung und ohne Reihenfolge.

, n+k—1
<)

13)

(14)

(15)

(16)

a7

(18)

19)
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9.6 Klassifizierung

Anordnung
Reihenfolge wesentlich unwesentlich
Wiederholung mit ohne mit ohne
i/ N\ </ N\
Auswahl aus allen ja nein ja nein
Vi vi=Pp, ce =1
P, =n!
Wvl\’ — n/\’
n!
Vi= ——
" (n—=k)!
. (n+k—1
1)
n! n
Ch=— - -
"kl (n—k) (k)
10 Rekursionen
Eine Rekursion ist eine Beziehung einer Funktion an der Stelle n zu Werten an der Stellen — 1,n—2,...,n—k.

Beispiel: f, = fo1 + fu2

11 Erzeugende Funktionen
Entspricht einer Auflosung einer Rekursion, mit welcher direkt das n-te Glied berechnet werden kann, anstatt von Anfang bis

zum n-ten Glied durchzurechnen.
Definition: ag, ay, . . . sei eine Folge von reellen Zahlen, dann heisst die Funktion

(o)
f:x»—>a0+a1+a2x2+--- :Zakxk

k=0
ezeugende Funktion fiir die gegebene Zahlenfolge.

12 Differenzengleichungen

Auch Rekursinosgleichungen genannt.

12.1 Definition
Differenzengleichung k-ter Ordnung: F(y;, Vi—1, Vi-2, + - Vi—k)

12.2 Klassierung

Differenzengleichung
nicht lilér \linear
\
1./2. Ordnung hohere Ordnung
konst. Koe( \var. Koeft. konst. Koeff./ \Var. Koeft.

/N /" N\ /" N\ /" N\

homogen inhomogen homogen inhomogen homogen inhomogen homogen inhomogen
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Der Typ bestimmt die Losungsmethode. Losungsmethoden fiir lineare Differezengleichung mit konstanten Koeffizienten:

1. Z-Transformation
2. Konventionell
(a) homogen
i. mittels Ansatz
(b) inhomogen
i. mittels Ansatz vom Typ der Storfunktion

ii. erzeugende Funktion
iii. Operator-Technik

12.3 Lineare DGL, konst. Koeff, Homogen

Standardgleichung:
Ao " Yeen A1 Yern-1 + 02 Yeen2 + o -y =0 Vi (20)
Ansatz fiir Lésung: y, = ¢ - A'
= Y1 = - A
V2 =C- A+
Yeen = - A"
eingesetzt in DGL:
ag-c- A" wap-c A 4 =0
ao_/ll+n+a1 _/11+n—1 4. =O
Dies ist ein Polynom n-ten Grades, d.h. n Losungen: Ay, A2, ..., 4,

12.4 Ansatz vom Typ der Storfunktion

Storfunktion  Ansatz fiir Losung

ﬂt A _ﬁt

sin(at) A - cos(at) + B - sin(at)
cos(at) A - cos(at) + B - sin(at)
P, Ag- " +A - "+ + A,

B Pu(t) B(Ag-1"+ Ay - M+ A
B - sin(at) B+ (A - cos(at) + B - sin(ar))

12.5 Unabhiingigkeit der Losung

Casorati-Determinante

v 73 R OV
(Yk+1)1 ()’k+1)2 T ()’k+1)n
det : : ) (21)
Oksn-11 Okan=1)2 "+ Oktn-Dn
12.6 Komplexe Nullstellen
e’ = cos(¢) + jsin(p) PR (22)

= cs - 1A - cos(@ - k) + cypn - 1A,]F - cos(e - k)+ (23)
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12.7 Losen mittels erzeugende Funktion

Methode:

4. Tsolierung der erzeugenden Funktion
5. Reihenentwicklung fiir erzeugende Funktion
13 Z-Transformation
(1) Differenzgleichung o——e gewohnliche Gleichung
!
(4) Losung der DGL  o~—e  Losung der Gleichung
Bildbereich
13.1 Definition
{yilo—-eY(2) = Zyk % zeC
k=0
Kurzschreibweise:
3(h) = Y(2)
o Y
30 = Y(2)
13.2 Eigenschaften
13.2.1 Linearitit
3ayk +bx) = a - 3(v) + b - 3(x)
13.2.2 Indexverschiebung
s=1 k
3OVkes) = 2° (Y(z) - y_k]
=0 <
1 s
30k-5) = = [Y(z) =) Yk Zk]
z
k=1
13.2.3 Dimpfungssatz
3 (- e ) = Yz e
13.2.4 Differentiation im Bildbereich
0 1
Y@ =—= -3k o)
0z Z
13.2.5 Differentation nach einem Parameter

. Multiplikation der DGL mit x*

. Summation der DGLs vonk =0... 00

00

) Y a =G

k=0

Vereinfachen unter Benutzung von G(x), der erzeugenden Funktion

i) ]
5(%)71\'(‘1)) = %30@(‘1))

(24)

(25)

(26)

27)

(28)

(29)

(30)

3D
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13.2.6 Faltungssatz

300 - 3(xk) = 3k * xx)

Faltung
k

Yie * Xp = Z Xm * Yk-m

m=0

14 Numerik
14.1 Definition

Maschinenzahlen sind die im Rechner exakt darstellbaren Zahlen.

DecimalToBaseB(x,a) // 0 <= x(10) < 1
al[0] =0
k=20
while (x != 0)
k=k+1
alk] = floor(B*x)
x =B * x - a[k]
end while

14.2 Festpunktzahlen

n
Z=0’-Za,~-Bi mneZ (typ.m<0<n)

i=m

mit o =sign = +1 und a; € [0,B-1]

14.2.1 Allgemeines

e grosste Maschinenzahl B™*! — B"

e gleichmissige Verteilung

e jede im Maschinenbereich liegende Zahl lédsst sich durch eine Zahl z* approximieren mit

| *|<IB—m
i-zls3

e (adB)dc=ad(bdc)

e a®Ob+a-b

Vorteile

o cffiziente Arithmetik

Nachteile

e kleiner Zahlenbereich

14.3 Gleitpunktzahlen

z=0-m-B° e € Zund e € [epin, Cmax]

n
mit m:Za_k'B_k mit a; € [0,B—1]
k=1

(32)

(33)

(34)

(35)
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14.3.1 Definition

Eine Gleitpunktzahl ist normalisiert falls

x| =
IA
3
A
—_

d.h. die f’hrende Ziffer der Mantisse # 0

14.3.2 Allgemeines
o Fiir die Null existiert keine normalisierte Darstellung
o Liicke bei Null: [0, B¢»n~1] enthilt keine Maschinenzahl

e Anzahl normalisierte Zahlen:

2(B-1)- B Ae=2- Bn_l(B = D(emax — emin + 1)

e Anzahl denomalisierte Zahlen:
2. Bn—l

14.3.3 Definition

n
M = M(B, n; eq, ¢1) = {zla(z ay- B‘k] B, e € [eo, el]}

k=1

a € M(B, n, ey, e1) heisst Maschinenzahl, darstellbare Zahl.
Charakteristika von M = M(B, n, e, €1)

e Grosste darstellbare Zahl:
(1-B7"-B°

e betragsmaissig kleinste
1
normalisierte Zahl: 3 B = B@!

darstellbare Zahl grosser Null: B” - B = B%™

Allgemeines:
e ungleichmissig Verteilt
e Dichte nimmt bei wachsender Zahlengrosse exponentiell ab

e Approximationsfehler bei grossen Zahlen entsprechend grosser

15 Newton-Verfahren

15.1 Lineare Gleichungsysteme

fx)
(%)

X ) F (o) = x —

Konvergenzgeschwindigkeit

lim F’(x)
Konvergenzfaktor
F'(s) mit s : Fixpunkt
Konvergenzordnung
linear F'(s)#0 und |F'(s)| <1
quadratisch  F’(s) =0 und F”(s) #0

kubisch F'(s)=F's(s)=0 und F"” #0

(36)

37

(38)

39)
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15.2 Nichtlineare Gleichungsysteme

~
Il

(f (x, y))
- g('x’ )7)
Jr= (f’C f‘) Jacobi-Matrix

— (=D . _[*Xo
X =% —Jp 0 f  mit Io—(yo)

Vereinfachung: & = —J}_I) f =5, =x5+h

16 Apriori Fehlerabschitzung

1x, — xell < L¥ < fracll — L-|lx; — xol|

(e =Dl -l ™)
- In(L)

17 Newton-Cotes-Regeln

Beispiel: Simpson

b
h
I= §(yo+4y1 +y2) = ff(X)dx

a

y
» f(x)
X
X0 X1 X2
a b
h= X1 — Xo
18 Gauss-Quadratur
b n
f Foydx~ Y e fx)
. k=t
Genauigkeitsgrad: 2n-1
b n
f=1 f dx=b—-a= Wy
a k=1
g b2 2 n
f=x fxdxz——a—z W - Xk
2 2
. k=1
b

(40)

(41)

(42)

(43)
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Vandermode-Matrix

19 Orthogonal-Polynome

Skalarprodukt:

Orthogonalpolynome py, p1, p2, . .., UsW.

Bedingung:

= w=V'.b falls det(V)#0

b

(f,9) = fW(x) S 8wdx

a

po=1
pl=x+a

p2=x2+bx+c

Uusw.
(po,p1) =0
(po,p2) =0
(r1,p2)=0

usw.

(44)

Alle Orthogonalpolynome miissen gegenseitig Skalarmultipliziert O ergeben — Gleichungssystem in a, b, ¢, usw.



